Теорія графів - це один із розділів математики, що дає змогу формалізувати взаємозв’язки між різноманітними видами інформації, організувати абстрактне їх представлення.

Графом називається сукупність точок (вершин) і ліній (ребер), що їх з’єднують.

Можна також ще сказати, що графом називається сукупність точок і ліній, в якій кінці кожної лінії належать множині точок.

Якщо ребро з’єднує дві вершини, то кажуть, що воно інцидент​не цим вершинам, а вершини, які з’єднані таким ребром, назива​ються суміжними. Якщо кінці ребра належать одній вершині, то таке ребро називається петлею. На малюнку 8, а ребро а є петлею.

Вершини, які не належать кінцям жодного з ребер у графі, на​зиваються ізольованими. Прикладом ізольованої вершини на малюнку 8, а є вершина А. Граф, який складається лише з ізольо​ваних вершин, називається нуль-графом (мал. 8, б). До речі, а чи може в графі існувати ребро без вершин? Ні, лінія, хоча б один із кінців якої не належить множині вершин графа, не є ребром.

Граф, у якому будь-яка пара вершин з’єднана ребрами, називається повним (мал. 8, в).
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Якщо всі вершини і ребра графа знаходяться в одній пло​щині, то він називається плоским (мал. 9, а), у протилежному випадку - просторовим (мал. 9, б).
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Степенем вершини будемо називати число ребер, яким нале​жить ця вершина. Або ще можна сказати, що степенем вершини називається кількість ребер, інцидентних даній вершині. Познача​ється степінь вершини а як Р(а). Наприклад, вершина А (мал. 9, а) має степінь 3, а вершина В - степінь 1: Р(А) = 3; Р(В) = 1.

Нехай задано граф з N вершинами, які позначені а1, а2,..., аN. Кажуть, що існує шлях від вершини аі до вершини аj, якщо існує послідовність ребер, яка з’єднує вершини аi та аj. З ма​люнка 10 видно, що існує шлях між вершинами А та В, оскіль​ки існує така послідовність ребер, що їх з’єднує. У свою чергу кажуть, що вершини аі та аj є зв’язними, якщо існує шлях від аі до аj. Це означає, що вищеназвані вершини А та В є зв’язни​ми. А от вершини А та С, а також В та С з малюнка 10 - незв’язні, оскільки не існує жодного шляху, яким можна бу​ло б дістатися від однієї з указаних вершин до іншої.
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Надалі будемо називати граф зв’язним, якщо будь-яка пара його вершин зв’язна. Зрозуміло, що повний граф завжди є зв’язним, але не всякий зв’язний граф є повним. Прикладом може бути будь-який багатокутник: він зв’язний, але не пов​ний (мал. 11, а). Але якщо у цьому багатокутнику провести всі діагоналі, то отримаємо повний зв’язний граф (мал. 11,6).
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Введемо ще один термін: циклом називається шлях, в яко​му збігаються початкова і кінцева вершини. На малюнку 12 зображено граф, який для кожної вершини має по кілька циклів. Наприклад, для вершини 1 існує 6 циклів: (1-2, 2-5, 5-3, 3-1), (1-3, 3-7, 7-4, 4-1), (1-3, 3-5, 5-6, 6-3, 3-1), (1-2, 2- 5, 5-6, 6-3, 3-1), (1-2, 2-5, 5-6, 6-3, 3-7, 7-4, 4-1), (1-3, 3-5, 5-6, 6-3, 3-7, 7-4, 4-1).
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Якщо цикл через кожну вершину проходить лише один раз, то такий цикл називається простим. Як видно з малюнка 12, для вершини 1 існує чотири простих цикли: (1-2, 2-5, 5-3, 3-1), (1-3, 3-7, 7-4, 4-1), (1-2, 2-5, 5-6, 6-3, 3-1), (1-2, 2-5, 5-6, 6-3, 3-7, 7-4, 4-1).

Довжиною шляху (циклу) називається кількість ребер цьо​го шляху (циклу). На малюнку 12 для кожного вказаного цик​лу вершини 1 неважко порахувати довжину: 4, 4, 5, 5, 7, 7.

Граф, який не має жодного циклу, називається деревом (мал. 13). Кілька дерев, які не мають спільних вершин, на​зиваються лісом (мал. 14). Попередньо ми вже розглядали дерева як структуру даних, але обмежувалися лише випад​ком, коли кількість нащадків кожної вершини є однаковою. Розглядаючи дерево як граф, ми будемо вирішувати більш за​гальні задачі.
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Досі ми говорили про графи, у яких ребра не мають орієн​тації, тобто на малюнку 12 ребра 1-2 та 2-1 - не можна роз​різнити. Однак не в усіх задачах таке обмеження нас влаш​товуватиме. Наприклад, якщо йтиметься про географічну відстань між двома містами, то у цьому випадку нас, можли​во, і не буде цікавити напрям руху між ними. Але якщо метою задачі є визначення економії палива на цьому відрізку шля​ху, а один населений пункт розміщений на горі, другий - в низині, то ребра 1-2 та 2-1 будуть різними і для них не​обхідно стрілкою вказувати напрям. Такий граф, у якому для всіх ребер вказано напрям, називається орієнтованим, або орграфом (мал. 15).
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Для неорієнтованого ребра графа порядок, в якому вказую​ться вершини, які воно з’єднує, неважливий. Для орієнтова​ного ребра першою вказується вершина, з якої воно виходить. В орграфі також існує поняття орієнтованого шляху: це послі​довність ребер між двома вершинами з урахуванням їхньої орієнтації. Шлях в орграфі, який є циклом, називається орієн​тованим циклом. До речі, порівняно з неорієнтованим графом, зображеним на малюнку 12, в орієнтованому графі (мал. 15) для вершини 1 існує вже тільки два орієнтованих цикли: (1-2, 2-5, 5-3, 3-1) та (1-4, 4-7, 7-3, 3-1). Вони ж одночасно є прос​тими. Зв’язність орієнтованого графа визначається без ураху​вання орієнтації його ребер.

Для орієнтованих графів специфічним є визначення степе​нів вершин. Для кожної з них окремо визначається вхідний степінь, що дорівнює кількості ребер, які входять у вершину, і вихідний степінь, що визначається кількістю ребер, які ви​ходять із неї. Сума вхідного і вихідного степенів вершини орієнтованого графа називається степенем цієї вершини.

Якщо ж у графі вказана ще й «вага» кожного ребра, то та​кий граф називається зваженим. Тобто існують неорієнтовані зважені графи та орієнтовані зважені графи (мал. 16). Прикла​дом може бути задача, коли задається напрям руху дорогами між населеними пунктами та вартість перевезення ними деяко​го вантажу.

Слід ввести поняття ще двох специфічних графів, з якими нам доведеться мати справу під час розв’язання задач. Це ейлерів та гамільтонів графи.

Граф називається ейлеровим, якщо у ньому можна повер​нутися в ту саму вершину, з якої ми вийшли, обійшовши кожне з ребер тільки один раз. Існують також відповідно поняття ейлерових шляхів та циклів у графі.

Граф називається гамільтоновим, якщо у ньому можна по​вернутися в ту саму вершину, з якої ми вийшли, обійшовши кожну з вершин тільки один раз. Зрозуміло, що можна говори​ти про існування гамільтонових шляхів та циклів у графі.



5. Розв’язування вправ.

Вправа 1.

Розглянемо процес з'єднання точок А, Б, В, Г, Д ребрами.

1. Ситуація, відповідна моменту, коли рукостискання ще не здійснювалися, являє собою точкову схему, зображену на малюнку 2. Така схема, що складається з «ізольованих» вершин, називається нульовим графом.

2. Ситуація, коли скоєні ще не всі рукостискання, може схематично бути зображена, наприклад, за допомогою малюнка З: потиснули руки А і Б, А і Г, Д і Г, В і Д. Наступний момент, коли додадуться, наприклад, потиску рук А і В, Г і Б, спробуйте зобразити самі.

Графи, в яких не побудовані всі можливі ребра, називаються неповними графами.

3. На малюнку 4 зображено граф, відповідний всім досконалим рукостискань. Цей граф є повним графом.
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Повний граф з п'ятьма вершинами

Якщо підрахувати число ребер графа, зображеного на малюнку 4, то це число і буде дорівнює кількості скоєних рукостискань між п'ятьма молодими людьми. Їх 10.

Зауважимо, що якщо повний граф має n вершин, то кількість ребер дорівнюватиме

n (n-1) / 2

Дійсно, кількість ребер у повному графі з n вершинами визначається як число невпорядкованих пар, складених з усіх n точок-ребер графа, тобто як число сполучень із n елементів по 2:

Граф, який не є повним, можна доповнити до повного з тими ж вершинами, додавши відсутні ребра. Так, наприклад, на малюнку 3 зображено неповний граф з п'ятьма вершинами. На малюнку 4 ребра перетворюють граф у повний граф зображені іншим кольором, сукупність вершин графа з цими ребрами називається доповненням графа.
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Вправа 2

Зобразіть за допомогою графа договірні відносини між підприємствами А, Б, В, Г, Д, Е, якщо до розглянутого моменту:

підприємство А встановило договірні відносини з усіма іншими підприємствами;

Б встановило з Г і Д;

В встановило з усіма підприємствами, крім підприємства Е.

Скільки вершин і скільки ребер має отриманий граф?

  5 вершин і 10 ребер

6 вершин і 12 ребер

6 вершин і 11 ребер

Вправа 3

Серед семи країн встановлені економічні відносини, причому кожна країна має економічні договори з кожною іншою країною. Зобразіть у вигляді графа результат встановлених економічних відносин. Скільки ребер має отриманий граф?

49

36

21

Вправа 4

Скільки ребер потрібно провести щоб ​​добудувати граф, зображений на малюнку до повного?
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